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摘　　　要 : 提出了线性独立增量随机过程的概念和定义 ,建立了线性独立增量过程回归模型及其分析方

法 ,给出了回归方程和高置信度、高可靠度的置信上、下限曲线.传统回归分析方法只能对数据点进行分析处

理 ,线性独立增量过程分析方法则能够对过程进行回归分析 ,因此可以对性能退化、裂纹扩展等线性独立增

量过程进行整体推断 ,具有信息量大、精度高的特点.大量 Monte Carlo 模拟和工程应用表明 ,在试样数相同

的情况下 ,该方法比传统方法具有更高的精度 ,而在精度相同的情况下 ,则可减少试样.
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Analysis method for l inear process with independent increments
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Abstract : The concept and definition of linear p rocess wit h independent increment s were

p resented. Then t he regression model and analysis met hod for linear p rocess with independ2
ent increment s were established. Furt hermore , t he regression equation and confidence limit

curves were given. The proposed met hod extends t he t raditional regression analysis which is

only suitable to data point s to stochastic p rocesses. Therefore t he linear p rocesses wit h inde2
pendent increment s such as performance degradation and crack propagation can be analyzed

as an integration by t he met hod. Compared with t he t raditional met hod , t he p resented meth2
od not only has higher p recision but also solves the p roblem of reliability assessment wit h

very small sample. The method has been applied in reliability test s successf ully , showing

t hat a great number of specimens can be saved.

Key words : stochastic p rocess ; p rocess regression analysis ; reliability ;

performance degradation ; crack propagation

　　工程中许多随机过程属于独立增量过程 ,如

材料的磨损与腐蚀、二极管发光强度的衰减、药品

效力的降低和裂纹的扩展等 ,但这些过程又不同

于布朗运动 ,所以不能用维纳过程描述和分析.鉴

于工程实际中这些问题大量存在 ,国内外学者都

对其进行了研究 ,提出了退化数据分析的两步估

计法、伪失效寿命法等[ 124 ] .但是由于同一试样不

同时刻的试验数据之间具有显著的相关性 ,而这

些方法均未充分考虑这种相关性 ,严重影响了估

计的精度[ 126 ] .

另一方面 ,现有方法都是大样本方法 ,无法解

决小样本问题[729 ] .而工程实际中由于生产成本、
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试验费用以及试验时间等因素的制约 ,遇到的基

本上是试样数较少的情况 ,尤其在航空航天领域 ,

如何对这类产品进行可靠性评估是亟待解决的问

题.对此 ,本文进行了深入系统的研究 ,发现并提

出了线性独立增量过程的概念 ,建立了线性独立

增量过程的回归模型及其分析方法 ,给出了其高

置信度、高可靠度的置信限曲线 ,成功地解决了上

述难题.

1　线性独立增量过程定义

　　定义 : 设{ Z( t) , t ≥0} 为二阶矩过程 ,若对

于某一给定的严格单调增函数 x =φ( t) , Y ( x) =

Z[φ- 1 ( x) ]满足下列条件 :

1) 对任意选定的正整数 n 和任意选定的

x 1 < x2 < ⋯< x n ,增量 Y ( x2 ) - Y ( x1 ) , Y ( x3 ) -

Y ( x2 ) , ⋯, Y ( x n) - Y ( x n- 1 ) 相互独立.

2) 对任意的 x 3 > x ,增量

Y ( x 3 ) - Y ( x) ～

N b( x 3 - x) , 2 d0 d( x 3 - x) + d2 [ ( x 3 ) 2 - x2 ]

(1)

3) 当 x = 0时 , Y (0) 与增量 Y ( x2 ) - Y ( x1 ) ,

Y ( x3 ) - Y ( x2 ) , ⋯, Y ( x n) - Y ( x n- 1 ) 相互独

立 ,且有

Y (0) ～ N ( a , d2
0 ) (2)

其中 a , b和 d0 ≥0 , d > 0均为常数 ,则称 Z( t) 为

关于 x 的线性独立增量过程 ,或称 Y ( x) 为线性

独立增量过程.

2　线性独立增量过程回归分析

211　线性独立增量过程的回归模型

定理 : 设 Y ( x) 为一线性独立增量过程 ,则它

可以表示为

y = a + bx +ε( x) (3)

ε( x) ～ N 0 , ( d0 + dx ) 2 (4)

式中 y = y ( x) = Y ( x) ; a , b和 d0 ≥0 , d > 0均

为待定常数.

212　d0 ≠0时的过程回归分析

当 d0 ≠0 时 , 式 (3) 和式 (4) 可以写成以

下形式

y = a + bx +ε( x) (5)

ε( x) ～ N 0 ,σ20 I2 ( x) (6)

I ( x) = 1 +θ( x - x0 ) (7)

式中 a , b和σ0 > 0 ,θ> 0 , x0 均为待定参数.

设 y ij = y ( x ij ) , x i1 < x i2 < ⋯< x in i
是线性

独立增量过程 y ( x) 的第 i个样本函数的一组观

测值 , i = 1 ,2 , ⋯, m , 则其似然函数为

L =

∏
m

i = 1

1

2πI ( x i1 )σ0
exp -

( y i1 - a - bx i1 ) 2

2σ2
0 I2 ( x i1 )

·

∏
ni

j = 2

1

2σ0 πθΔx ij I ( x- ij )
exp -

(Δyij - bΔx ij )
2

4θσ2
0Δx ij I ( x- ij )

(8)

因此 ,根据极大似然原理并考虑估计量的无

偏性 ,得到 a , b ,σ2
0和θ的估计量分别为

â = y- 1 - b̂x- 1 (9)

b̂ =
l xy

l xx
(10)

σ̂2
0 =

1
ν l yy -

l2
xy

l xx
(11)

E(θ) = 2
l xy

l xx
l xyθ -

l2
xy

l2
xx

l xxθ -

lyyθ +
n3 +ν- n
ν l yy -

l2
xy

l xx
(12)

式中ν为自由度 , 当 m ≥4时 ,ν= n - 3 , 当 m ≤

3时 ,ν= n - m + 1 , n = ∑
m

i = 1
ni , 并且

x0 =
1
n ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 1
x ij (13)

x- ij =
x ij + x i ( j - 1)

2
(14)

Δx ij = x ij - x i ( j - 1) (15)

Δy ij = y ij - y i ( j - 1) (16)

x- 1 =
∑
m

i = 1

x i1

I2 ( x i1 )

∑
m

i = 1

1
I2 ( x i1 )

(17)

y- 1 =
∑
m

i = 1

y i1

I2 ( x i1 )

∑
m

i = 1

1
I2 ( x i1 )

(18)

n3 = ∑
m

i = 1

1
I ( x i1 )

+
1
2 ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

1
I ( x- ij )

(19)
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l xx = ∑
m

i = 1

( x i1 - x- 1 ) 2

I2 ( x i1 )
+

1
2θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δx ij

I ( x- ij )

(20)

l yy = ∑
m

i = 1

( y i1 - y- 1 ) 2

I2 ( x i1 )
+

1
2θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

(Δy ij ) 2

Δx ij I ( x- ij )

(21)

l xy = ∑
m

i = 1

( x i1 - x- 1 ) ( y i1 - y- 1 )

I2 ( x i1 )
+

1
2θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δy ij

I ( x- ij )
(22)

l xxθ = ∑
m

i = 1

( x i1 - x- 1 ) 2

I3 ( x i1 )
+

1
4θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δx ij

I 2 ( x- ij )

(23)

l yyθ = ∑
m

i = 1

( y i1 - y- 1 ) 2

I3 ( x i1 )
+

1
4θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

(Δy ij ) 2

Δx ij I 2 ( x- ij )

(24)

l xyθ = ∑
m

i = 1

( x i1 - x- 1 ) ( y i1 - y- 1 )

I3 ( x i1 )
+

1
4θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δy ij

I 2 ( x- ij )
(25)

求解时首先可由式 (12) 求得θ,然后再由式

(9) ～ (11) 得到估计值 â , b̂和σ̂2
0 .式 (12) 需迭代

求解 ,由于 E(θ) 具有如下性质 ,设θ̂为θ的预估

值 ,则当θ̂ <θ时 , E(θ̂) > 0 ; 当θ̂ >θ时 , E(θ̂) <

0 ,而且θ必位于区间 (0 ,θup ) 内 ,其中

θup = -
1

xmin - x0

(26)

式中 xmin 为 x i1 ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 中的最小值. 所

以 ,可以方便地由二分法求得θ, 具体步骤如下 :

1) 令θlow = 0 .

2) 令θ0 =
θlow +θup

2
,根据θ0 ,由式 (9) ～ (11)

计算估计值 â , b̂和σ̂2
0 .

3) 根据θ0 及估计值 â , b̂和σ̂2
0 ,由式 (12) 计

算 E(θ0 ) .

4) 如果 E(θ0 ) = 0 ,则取θ=θ0 ,迭代计算结

束.如果 E(θ0 ) < 0 ,则取θup =θ0 ;如果 E(θ0 ) > 0 ,

则取θlow =θ0 ,这样无论出现那种情况都可以将区

间缩小一半 ,重复步骤 2) ～ 4) ,即可按所需精度

求得θ.

由此可知 ,回归方程可由下式给出

ŷ = â + b̂x (27)

即

ŷ = y- 1 + b̂( x - x- 1 ) (28)

且

ŷ = y- 1 + b̂( x - x- 1 ) ～

N a + bx , 1 ∑
m

i = 1

I - 2 ( x i1 ) +
( x - x- 1 ) 2

l xx
σ2

0

(29)

而标准差的估计量由下式给出

σ̂( x) =σ̂0 [1 +θ( x - x0 ) ] (30)

并且

νσ̂2 ( x) /σ2 ( x) ～χ2 (ν) (31)

当 m个样本函数的测量时间完全不相同时 ,

其线性相关系数为

r =
l xy

l xx l yy

(32)

当 m个样本函数的测量时间完全相同时 ,可

令 n0 = ni , x j = x ij , x- j = x- ij ,Δx j =Δx ij , i =

1 ,2 , ⋯, m ,线性相关系数为

r =
l xy

l xx ( l yy - l′yy )
(33)

式中

l′yy =
∑
m

i = 1

( y i1 - y- 1 ) 2

I2 ( x1 )
+

1
2θ∑

n
0

j = 2

∑
m

i = 1

(Δy ij - Δy j )
2

Δx j I ( x- j )

(34)

y- 1 =
1
m ∑

m

i = 1
y i1 (35)

Δy j =
1
m ∑

m

i = 1

Δy ij , 　j = 2 ,3 , ⋯, n0 (36)

对于一般情况 ,线性相关系数仍由式 (33) 给

出 ,此时

l′yy = ∑
m

i = 1

( y i1 - y- i1 ) 2

I2 ( x i1 )
+

1
2θ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

(Δy ij - Δy ij ) 2

Δx ij I ( x- ij )
(37)

式中

y- i1 =
1
qi1
∑
m

k = 1
y k1δ′ik (38)

239
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Δy ij =
1
qij
∑
m

k = 1
∑
nk

l = 2
y klδkl (39)

δ′ik =
　0　　x k1 ≠ x i1

　1　　x k1 = x i1

(40)

δkl =
　0　　Δx kl ≠Δx ij 或 x- kl ≠ x- ij

　1　　Δx kl =Δx ij 且 x- kl = x- ij

(41)

其中 qi1是 x k1 ( k = 1 ,2 , ⋯, m ) 中与 x i1相同的个

数 , qij 是Δx k l和 x- kl ( k = 1 ,2 , ⋯, m ; l = 2 ,3 , ⋯,

nk ) 中满足Δx kl =Δx ij 和 x- kl = x- ij 的个数 ( i = 1 ,

2 , ⋯, m ; j = 2 ,3 , ⋯, ni ) .

213　d0 = 0时的过程回归分析

当 d0 = 0 时 , 式 (3) 和式 (4) 可以写成以

下形式

y = a + bx +ε( x) (42)

ε( x) ～ N (0 ,σ2
0 x2 ) (43)

设 y ij = y ( x ij ) ,0 < x i1 < x i2 < ⋯ < x in i
是

线性独立增量过程 y ( x) 的第 i个样本函数的一

组观测值 , i = 1 ,2 , ⋯, m , 则其似然函数为

L =

∏
m

i = 1

1

2πx i1σ0
exp -

( y i1 - a - bx i1 ) 2

2 x2
i1σ

2
0

·

∏
ni

j = 2

1

2σ0 πΔx ij x- ij

exp -
(Δy ij - bΔx ij ) 2

4σ2
0Δx ij x- ij

(44)

根据极大似然原理并考虑估计量的无偏性 ,

可以得到 a , b和σ2
0的估计量仍由式 (9) ～ (11)

给出 ,其中 x- ij ,Δx ij 和Δy ij 由式 (14) ～ (16) 计

算.并且

x- 1 =
∑
m

i = 1

1
x i1

∑
m

i = 1

1
x2

i1

(45)

y- 1 =
∑
m

i = 1

y i1

x2
i1

∑
m

i = 1

1
x2

i1

(46)

l xx = ∑
m

i = 1

x i1 - x- 1

x i1

+
1
2 ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δx ij

x- ij

(47)

l yy = ∑
m

i = 1

( y i1 - y- 1 ) 2

x2
i1

+
1
2 ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

(Δy ij ) 2

Δx ij x- ij

(48)

lxy = ∑
m

i = 1

y i1 - y- 1

x i1

+
1
2 ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δy ij

x- ij

(49)

所以 ,回归方程仍由式 (27) 或式 (28) 给出 ,且

ŷ = y- 1 + b̂( x - x- 1 ) ～

N a + bx , 1 ∑
m

i = 1
x - 2

i1 +
( x - x- 1 ) 2

l xx
σ2

0

(50)

而标准差的估计量由下式给出

σ̂( x) =σ̂0 x (51)

且满足式 (31) ,此时式 (11) 和式 (31) 中ν= n - 2.

当 m个样本函数的测量时间完全不相同时 ,

线性相关系数仍由式 (32) 给出 ,而当 m个样本函

数的测量时间完全相同时 ,线性相关系数由式

(33) 给出 ,式 (33) 中

l′yy =
∑
m

i = 1

( y i1 - y- 1 ) 2

x2
1

+
1
2 ∑

n
0

j = 2

∑
m

i = 1

(Δy ij - Δy j )
2

Δx j x- j

(52)

其中 y- 1 ,Δy j 由式 (35) 和式 (36) 计算.

对于一般情况 ,线性相关系数仍由式 (33) 给

出 ,此时

l′yy = ∑
m

i = 1

( y i1 - y- i1 ) 2

x2
i1

+

1
2 ∑

m

i = 1
∑
ni

j = 2

Δy ij - Δy ij
2

Δx j x- j

(53)

式中 y- i1 和Δy ij 由式 (38) ～ (41) 计算.

3　线性独立增量过程的置信限曲线

根据文献 [10211 ] 和式 (29) 、式 (31) 及式

(50) 可知 ,随机过程 y = y ( x) 的概率为 P的百分

位值 y P ( x) 的估计量 ŷ P ( x) 由下式给出

ŷ P ( x) = â + b̂x + uPσ̂( x) (54)

百分位值 y P ( x) 的置信度为γ(γ> 50 %) 的单侧

置信下限 y Plow
( x) 和单侧置信上限 y Pup

( x) 分别

由下面两式给出

y Plow
( x) = â0 + b̂0 x - uγ c0σ̂0 c1 x2 + c2 x + c3

(55)

y Pup
( x) = â0 + b̂0 x + uγ c0σ̂0 c1 x2 + c2 x + c3

(56)
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即

P y ( x) ≤ y P ( x) = P (57)

P y Plow
( x) ≤ y P ( x) =γ (58)

P y Pup
( x) ≥ y P ( x) =γ (59)

式中 ,当 d0 ≠0时 ,有

â0 = â + c0σ̂0 (1 - θx 0 ) uP (60)

b̂0 = b̂ + c0σ̂0θu P (61)

c1 =
θ2 u2

P

w
+

1
l xx

1 -
u2
γ

w
(62)

c2 =
2θ(1 - θx 0 ) u2

P

w
-

2 x- 1

l xx
1 -

u2
γ

w
(63)

c3 =
(1 - θx 0 ) 2 u2

P

w
+

1 ∑
m

i = 1
I

- 2
( x i1 ) +

x- 2
1

lxx
1 -

u2
γ

w
(64)

当 d0 = 0时 ,有

â0 = â (65)

b̂0 = b̂ + c0σ̂0 uP (66)

c1 =
u2

P

w
+

1
lxx

1 -
u2
γ

w
(67)

c2 = -
2 x- 1

l xx
1 -

u2
γ

w
(68)

c3 = 1 ∑
m

i = 1
x - 2

i1 +
x- 2

1

l xx
1 -

u2
γ

w
(69)

其中 uP 和 uγ为标准正态偏量 ,即 P =Φ( uP) 和

γ =Φ( uγ) ,Φ(·) 为标准正态变量的分布函

数.并且

c0 =
2ν- 1
2ν- 2

1 -
u2
γ

w

- 1

(70)

w = 2 ν+ uγ - c -
1
ν+ uγ - c

(71)

式中 c值可由文献 [12 ] 查得 ,当ν≥5 时 ,对于

P ≤50 % ,可取 c = 0 . 64 ; 对于 P > 50 % , 可

取c = 1 . 24 uγ.

4　算 例

表 1给出了某产品的一组性能测试数据.共

对 5个产品进行试验 ,每 50 h记录一次性能数据.

由于该产品性能是增长型退化 ,所以需要控制其

上限 ,现要求置信度为 90 %、可靠度为 99 %的单

侧置信上限曲线.

表 1　某产品性能测试数据

Table 1　Performance data for some products

测试时间
t/ 102 h

试件编号 i

1 2 3 4 5

0 6 . 62 6 . 25 6 . 09 6 . 38 6. 38

0. 5 7 . 28 7 . 00 7 . 00 7 . 38 7. 41

1. 0 8 . 31 7 . 81 8 . 03 8 . 28 8. 44

1. 5 9 . 28 8 . 41 9 . 17 8 . 73 9. 48

2. 0 9 . 79 9 . 28 9 . 98 10. 11 10 . 47

2. 5 10. 73 10. 01 11. 27 10. 82 11 . 50

3. 0 11. 64 11. 09 12. 17 12. 23 12 . 85

3. 5 12. 69 11. 84 13. 14 13. 43 13 . 92

4. 0 13. 65 12. 94 13. 99 13. 61 14 . 80

4. 5 13. 54 13. 46 14. 76 14. 55 15 . 74

图 1给出了该产品的 5条试验曲线.采用本

文方法对表 1中数据进行处理 ,可以得到回归方

程为 ( x = t)

ŷ = 6 . 344 0 + 1 . 806 0 t

其线性相关系数 r = 0 . 992 8 ,标准差的估计量为

σ̂( t) = 0 . 166 9 + 0 . 154 6 t

其置信度为 90 %、可靠度为 99 % 的单侧置信

上限为

ŷ Pup = 6 . 741 3 + 2 . 174 1 t +

0 . 675 2 0 . 026 9 t2 + 0 . 011 3 t + 0 . 026 8

图 1　某产品性能随时间变化的试验曲线

Fig. 1　Test curves for five product s
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图 2给出了该产品性能随时间变化的单侧置

信上限曲线.

图 2　某产品性能随时间变化的单侧置信上限曲线

Fig. 2　One2sided upper confidence limit curve

for the product

5　结　论

1) 工程中许多随机过程属于独立增量过程 ,

例如产品性能退化过程、裂纹扩展过程等 ,但这些

过程又不同于布朗运动 (维纳过程) ,研究发现它

们有许多共同的规律 ,因此 ,提出了线性独立增量

过程的概念和定义.

2) 建立了线性独立增量过程的回归模型 ,发

现线性独立增量过程的均值、标准差都呈现线性

变化.

3) 工程中大多数独立增量过程 ,通过选择适

当的函数 x =φ( t) 均可将其变换为线性独立增量

过程.

4) 建立了过程回归分析方法.传统回归分析

方法只能对数据点进行回归分析 ,本文方法则能

够对过程进行回归分析 ,因此可以对性能退化、裂

纹扩展等线性独立增量过程进行整体推断 ,具有

信息量大、精度高的特点.

5) 建立了线性独立增量过程的回归方程 ,给

出了其高置信度、高可靠度的单侧置信上、下限

曲线.

6) 推导出线性相关系数计算公式 ,采用该相

关系数 r可以对过程回归分析的效果进行检验.

7) 通过 x = - φ( t) 或 x = 1/φ( t) 等变换 ,可

将本文方法推广到φ( t) 为严格单调减函数的

情况.

8) 大量 Monte Carlo 模拟和工程应用表明 ,

在试件数相同的情况下 ,本文方法可提高预测精

度 ,而在精度相同的情况下 ,则可减少试样.
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